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logie, car les données acquises par celles-ci ouvrent
souvent la voie & la recherche biochimique, parfois
avant que celle-ci ne soit techniquement réalisable, et
conférent par la suite tout leur sens biologique 4 ses
résultats.

Summary

A general survey of the actual knowledges on the
bone phosphatase is given. The enzyme plays an im-
portant roéle in the calcification of bone and teeth, this
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process being unable to proceed at a physiological speed
without the participation of a phosphatase. The biolo-
gical function of the enzyme is thus to accelerate and
not to promote the calcification.

The knowledge of the mechanism of phosphatase acti-
vity in the skeletal organs and of the chemical composi-
tion of the bone salt cannot lead to a full understanding
of the physiology of ossification. A prominent function
in this field is devoted to the proteins of the ground
substance of bone and to their evolution. The study of
the protein matrix of bone is now the most important
subject of work for the biochemistry of ossification.

Neuformulierung der Kristallographie

Von PavulL NicaGLri, Ziirich

1. Die Grundlagen

Die Symbole fiir Symmetrieelemente und Deck-
operationen in der Kristall- und Punktsymmetrielehre
sind, obschon mannigfache Varianten bestehen, bei
niherem Zusehen unzweckmiBig und unlogisch. Sym-
metriegruppen der gleichen Ordnung 3, d.h. der glei-
chen Zihligkeit gleichwertiger Elemente (Punkt, Ge-
rade, Fliche) allgemeiner Lage, werden durch unter-
schiedliche Anzaehlen von Symmetrieelementen oder
Deckoperationen charakterisiert, z.B.:

Schoenflies
Cdv
C4h

Mauguin  Ausgeschriebene Symmetricformel

10+ (2+2) SE
10+1SE+Z

durch 4 mm
durch il
wm

Dabei miissen in beiden Fillen, um von einem Punkt
im Einzelschritt zu allen anderen gleichwertigen Punk-
ten zu gelangen, gleichviel Einzeloperationen ausge-
fithrt werden. Uneinheitlich und in der Symbolik oft
unlogisch ist die Bezeichnung der sogenannten In-
versions- und Spiegelgyroiden. Geht man von den
Punktsymmetriegruppen zu den (kristallstrukturell
wichtigen) Raumsymmetriegruppen iiber, so erkennt
man, daB in gewissen Deckoperationen andere ver-
steckt enthalten sind, die nun selbstindig werden.
Und will man schlieBlich rechnen und Aufgaben der
Kristallsymmetrielehre und Stereochemie mathema-
tisch ldsen, so erweist sich die tibliche Sprache der
Kristallographen als unzweckmiBig. Das ist wohl
jedem Hochschullehrer im Unterricht aufgefallen.

Durch den Ausbau und die grundsitzliche korrela-
tive Entwicklung eines ersten Versuches von G. PéLya?
gelingt es, eine neue, ¢inwandfreie Formulierung zu
schaffen, mit deren Hilfe sich alle wesentlichen Fragen

1 Siehe dariiber in P.Nigori, Grundlagen der Stereochemie,
Birkhiduser, Basel 1945,

der Punkisymmetrielehre unmittelbar mathematisch
16sen lassen. Die neuen Prinzipien sollen im folgenden
dargelegt werden?.

Sind in bezug auf eine Punktsymmetriegruppe
3 Punkte allgemeiner Lage einander gleichwertig, so
denkt man sich zunichst diese willkiirlich numeriert
von 1,2...bis (3—1) und 3 und sucht nun die ¢in-
zelnen Operationen auf, die1in1,1in2,1in 3, 1in4,
..., 1in =, 1in 3 iiberfilhren. Das ergibt 3 Operationen.
Fithrt eine Operation den Punkt in sich selbst iber,
so ist sie von undrem Charakter; fithrt sie erst nach
zweimaliger Wiederholung zum Ursprungspunkt zu-
riick, so kommt ihr bindres Verhalten zu. Ist sie so be-
schaffen, daB erst nach m-maliger Wiederholung der
Ausgangspunkt erreicht wird, so ist sie m-fach polyndr,
z.B. mit m=3 terndr, m=4 quaterndyr, m=>5 quindy,
m=6 sendr usw. Die unire Operation besitzt fiir, sich
die Ordnungszahl 1, die bindre 2, die terndre 3 usw.
Jede mehr als bindre Operation wird eine einfache
Drehung enthalten. Sind voraussetzungsgemil alle
3 Punkte einander gleichwertig, so mufl eine Sym-
metrieoperation von der Ordnungszahl m die Punkt-
3
=
der fortgesetzten Operation m Punkte erfaB3t, bis wieder
1 auf 1 fallt, und die Gesamtmenge 3 muB aus # solchen
m-Zyklen bestehen. Es ist n.m=3. Eine derartige
Deckoperation erhilt nun ganz allgemein das Symbol

menge 3 in 1 Zyklen zerlegen; d.h. es werden von

1 Wie ersichtlich sein wird, handelt es sich um die Auswertung
gruppen- und zahlentheoretischer Probleme. Manches fieBe sich mit
Hilfe der abstrakten Gruppentheorie weit einfacher formulieren.
Allein die Lehre von den Punktsymmetriegruppen ist ein véllig in
sich abgeschlossenes Gebiet, innerhalb dessen gegeniiber der all-
gemeinen Gruppentheorie Selektionsprinzipien wirksam sind. Des-
halb wire es unzweckmiBig, vom Allgemeinfall auszugehen. Ja es
hat die Ubertragung der Lehre von den Permutationen ohne Riick-
sichtnahme auf die Symmetrielebre verhindert, einfache Zusammen-
hange zu erkennen. Der Mathematiker wird leicht die Einordnung
vornehmen kdnnen und sich dann auch nicht daran stoflen, daf ge-
wisse Begriffe spezialisiert aufgefalit wurden.
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1w, mit m als Ordnung des Zyklus (allgemein jedoch
wird m Kennziffer genannt), und mit » als Zahl der
gleichartigen Zyklen (allgemein jedoch wird » Expo-
nent genannt).

So ist fir Fig.1 der Symmetrie Gy, 11, 22,
3+3,4-+4,5-56-67-78 — 8 dieunire Operation
der Identitit, und ergibt £, 1+2,853,754,6 >51ist

r.o, T .,
\. A /
Pl a2
I 7
5. 4 0 .3
/ ? '\
4 5 > AN?
Fig 1

die binidre Operation einer Spiegelung=/f,%. 13 (zu-
gleich 3+5,5-7,7->1), 2>4 (zugleich4-+6, 6 =8,
8 »2) ist die quaterndre Operation einer Tetragyre
mit (kristallographisch) rechtem Drehungssinn=/.

14,253 835, 76 wird wieder zu der biniren
Operation einer Spiegelung=/% 1-+5, 256, 37,
4 > 8 ist die bindre Operation einer mit der Tetragyre
zusammenfallenden Digyre=f,%.

1-+6, 2-5,3-+4,8-7 ist die binidre Operation
einer weitern Spiegelung==f,%

1 -7 (zugleich 73, 53, 3~>1), 28 (zugleich
8 56, 64, 4> 2) ist die quaternire Operation einer
Tetragyre mit (kristallographisch) linkem Drehungs-
sinn=/fg2.

SchlieBlich ist 1 +8, 2-»7, 36, 4 »5 die bindre
Operation einer vierten Spiegelung=/f,%.

Die Gesamtsymmetrieformel fiir die einander so
zugeordneten gleichwertigen Punkte, also zugleich die
Symmetrieformel fiir eine allgemeine Punktlage in Cy,,
ist gegeben durch die Summe der 8 Einzeldeck-
operationen in Zyklensymbolisierung, dividiert durch
die Ordnungszahl 3 der Punktsymmetriegruppe selbst.
Sie lautet somit fiir Figur 1, wenn wir an gleiche oder
gleichwertige Symmetrieelemente gebundene Zyklen
zusammenfassen:

4+ (2f 4 Y+ 20+ 200 (1)
3 .

22 Exper.
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Daraus ist deutlich ersichtlich, daBf jede Tetragyre
neben der Identitit noch drei verschiedene Deck-
operationen enthilt, 2f2+ 1/,% und daB bei einem
einfachen Punktner 3 allgemeiner Lage sowohl die
Summenzahl aller Glieder /., also auch jedes Einzel-
produkt #-m = 3 sein mub.

Betrachten wir nun in Figur 1 gleichwertige Punkte
auf den Spiegelebenen, z.B. a,b,¢,d, so ergeben die
gleichen Deckoperationen von C,, fiir diese vier Punkte
die Symmetrieformel

B Q10 ) £ 200 h - 2 2

2f,%f,! bedeutet: Die Spiegelung an Spiegelebene 1
und I’ fithrt je zwei Punkte in sich selbst iiber {f,%)
und zwei Punkte ineinander (f;}). Die Punkte a,5,c,d
haben die Symmetriebedingung einer Spiegelung (C,),
also die Wertigkeit 2. Die Gesamtzahl der gleich-

wertigen Punkte ist somit nicht mehr 8, sondern % =4,

Gegeniiber Formel (1) wird in jedem Glied, das nicht
einer Deckoperation der Symmetriebedingung zuge-
"

hért, an Stelle von £,,* zu schreiben sein f,,:’“". Das Sym-

bol des Symmetrieelements der Symmetriebedingung
wird fiir die durch die Symmetrie in sich {ibergefithrten
Punkte zu einem f,;*-Symbol, das jedoch, da hier nicht
alle gleichwertigen Punkte auf der gleichen Spiegel-
ebene liegen, mit einem /,*" zu multiplizieren ist. Dem

Algorithmus gemal muB 14" +2#" = —% =4 ergeben;
allgemein gilt fiir einen gleichwertigen Punktkomplex,
daf} fiir Einzelglieder der Symmetrieformel wie f,"
und £, f" gilt: mu=m'n'+m' n'’=Zahl gleich-
wertiger Punkte.

Wird ein Punkt durch eine nicht der Identitit ent-
sprechende Operation in sich selbst ithergefiihrt, weil
er auf dem zur Operation gehdrigen Symmetrie-
element liegt, so kommt ihm, wie schon erwihnt, eine
Symmetricbedingung zu oder, wie man auch sagen
kann, eine bestimmte Wertigkeit . Die zugeordnete
Symmetrieformel enthilt dann auBerhalb des die unire
Operation der Identitit kennzeichnenden Gliedes
Symbole f;, d.h. die Kennziffer entspricht nicht mehr
der Ordnung der Operation an sich. Man mull daher
den Charakter der Operationen f unabhingig von den
zugeordneten Kennziffern ablesen kénnen. Dazu
lieBen sich beispielsweise die Symbole f,, fy. /i, /s oder
auch nur «, b, ¢, s fiir unire, binire, terniire, senire
Operationen benutzen. Einfacher, weil unmittelbar
iiber die Ordnung der Einzeloperationen Auskunft
gebend, ist iiberall da, wo es notwendig ist, folgende
Nomenklatur:
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Drehung um

3600 360° 360° 360°
{Identitit) 180° 120° 80° 720 60 = 214 41
1 2 3 4 5 6 i 2 44
= | BB B (ERNE E
. . —2 —4 —6 —23 —41
Drehinversion — [-_——_7] - {_—4] - {j’g} - { Y } [ 41 }
Spiegelung
N . 2] 4 3 E?] [ﬂ'
Spiegelinversion - = - = - = — = —
[ 2 4 6 23 41
Inversion identisch mit identisch mit
Drehinversion Drehinversion
Es wird die Ordnung der Einzeloperation durch die Beispiel: Dodekagyre
zugehorige Zahl m angegeben, weil jedoch der Einzel-
schritt von den m-Punkten nur den m-ten Teil in- |12 (3814|5161 7|x}9j10/11}12
) . . . " ! 121z 121212 12121212 |12] 12} 12
einander iiberfihrt, in der Form [—”-@—} Dadurch wird -
. . . ergibt
beim Rechnen mit Formeln zahlengemi8 jedes f zu 1, 1 5 7 11 _af12
was sinngemif ist. Kommt eine Operation zweiter |12 1z| (12! azy | Té_]
Art (Inversion oder Spiegelung) hinzu, so wird den 1 5 _,[8]
Zahlen ein Minuszeichen vorgesetzt oder iber- 6 3 L8]
geschrieben. Derartige Operationen konnen nie durch 1 3 2 [4]
eine ungerade Anzahl Operationen i zum Ausgangs- K 4 T
punkt zuriickfithren, enthalten'also nur gerade Zah- 1 2 23]
Co[—27 . C . 3 3 13
len 27 [——_2] ist bekanntlich nichts anderes als eine 1 32;
_ > =112
einfache Spiegelung an einer Spiegelebene, [%} eine 2 z
1 1
Inversion an einem Symmetriezentrum. | T1=1 T]

Sofort lassen sich folgende allgemeine Symmetrie-
sitze ableiten:

[=5+] ist kombinatorisch identisch mit einer i-zah-

ligen Drehungsachse und senkrecht darauf-
stehender Spiegelebene.

S

[ ] ist kombinatorisch identisch mit einer ¢-zdh-

ligen Drehungsachse und einem Symmetrie-
zentrum. :
= [%] ist nur als 4:-zihlige Gyroide und

—4i
=]
zugleich 27-zihlige Drehungsachse deutbar.

Um alle zu einer m-zihligen Drehungsachse gehori-
gen Dreh-Deckoperationen zu finden, schreiben wir

2 3
xmrm"

m—1 m
. By auf und

\ 1
der Reihe nach — o

m

kiirzen die entsprechenden Briiche. Soviele m-tel

Briiche, %—tel Briiche usw. iibrig bleiben, so viele

”

{%} bzw. [“:T] usw. enthilt die Drehungsachse.

z

Die 12 Operationen einer Dodekagyre sind somit:

([ 28] w2l #2312 2] i

mit anderen Worten: jede Dodekagyre enthdlt vier

3600 . 3600 .
Drehungen um —5—, zwei Drehungen um ——, zwei

360° . 360°
Drehungen um——, zwei Drehungen 3 cine Dre-

hung um 180° und die Identitit als Einzelschritte
von einem Punkt zu den gleichwertigen. Sie ist also
zugleich Hexagyre, Tetragyre, Trigyre und Digyre.

Die Symmetrieformel einer Dodekapyramide oder
eines Zwolfpunkiners, gehorig zur Punkisymmetrie-
gruppe einer Dodekagyre, lautet daher:

1271 612 413 374 276 1112
4 {Tf}12+ 2 Ha* 2 [?L +2 Hﬁ ! [‘z‘}ﬁ ! H]

12
Viermal 1 Zwolfer-, zweimal 2 Sechser-, zweimal 3
Vierer-, zweimal 4 Dreier-, zweimal 6 Zweier-, einmal
12 Einerzyklen sind vorhanden. Ohne Beriicksichti-
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gung von Kennziffern und Exponenten (also
4424 242+141) ergibt die Summe des Zihlers die
Ordnung 12 der Dodekagyre. Das Produkt XKennaziffer
mal Exponent.ist fiir alle Glieder gleichfalls gleich der
Ordnung 12. Im verallgemeinerter Schreibweise ent-
spricht die obige Symmetrieformel
dhat + 21+ 243+ 2/ + 1% + 12
12 :

Liegt ein Punkt auf der Dodekagyre, bzw. eine
Fliache senkrecht zu ihr, so lautet jedoch die verallge-
meinerte Symmetrieformel

R+ 2t 2fit+ 2T 1A A 12/ ~f
12 T o1z Ty
weil jede Operation den 12wertigen Punkt direkt in
sich selbst dberfiihrt, und es zeigt jetzt nur die voll
ausgeschriebene Formel:

1211 611 411 3 210 [t
1 A P 3 Ml 3 i 3 AR £ 8
12
daB an sich ganz verschiedene Operationen das Ele-
ment in sich selbst iiberfithren. Man kann daher ohne

Bezugnahme auf eine bestimmte Punktlage als das
Charakteristische der Dodekagyre die Formel

A A R e R R )

ansehen,
Leicht leitet man fiir die kristallographisch wichti-
gen Drehungsachsen in gleicher Weise ab:

v 201 1]

tiore B3] (2]

tanare {31 ] 412
Hexagyre 5 (2[¢] + 2[%} +1[5] +1[4])-

Ist m der Achsenzihligkeit prim, so ergibt sich stets

—}—(( - 1) [ ]+ 1[ ]) Weitere Formulierungen von

m

Symmetriesitzen sind: [%} + {?} ergibt stets senk-

recht zu H—] eine Spiegelebene {'E‘Z”]' wobei zu be-
achten ist, daB jede geradzihlige Achse die Operation
[—;—] enthilt. Zwei von den obigen Elementen bedingen
das dritte. Ist ¢ ungerade, » gerade oder ungerade,

so gilt:

[%] senkrecht dazu Achse [%] erzeugt im ganzen

i {3}-Achsen | zur Achse E-I ;

[;1 } senkrecht dazu Achse [2
n 2

(n-+n) [—E}—Achsen | zur Achse {%Z—]

} erzeugt im ganzen

[ﬂ parallel dazu Spiegelebene [E;—} erzeugt im ganzen

22%
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i| =5 |-Spiegelebenen | zur Achse 7]
{Z—Z—] parallel dazu Spiegelebene [:%] erzeugt im gan-

zen (n+ n}[ ] Spiegelebenen]; zurAchse[ n } ;

“Zn _?_
] oder [—é—_ﬁ-l senkrecht dazu Achse { 2] erzeugt

—2n
{ —2n
im ganzen n[ ]-Achsen senkrecht zur Ausgangs-

achse und n[ ] -Spiegelebenen parallel zur

Ausgangsachse.

Ist » ungerade, so ergeben Inversions- und Spiegel-
gyroiden verschiedene Lagen dieser neuen Symmetrie-
elemente, und es entsteht daneben entweder eine
Spiegelebene senkrecht zur Gyroide oder ein Sym-
metriezentrum.

Beriicksichtigt man noch die Einschrinkungen hin-
sichtlich der Achsenzihligkeit bei Raumgitterstruktur
und die Sitze {iber die Kombinationen verschiedener
Drehungsachsen, so erhdlt man in Tabellenform das
Grundskelett der Symmetrieformeln der 32 Kristall-
klassen (Tabelle 1). Die Kopfleiste enthilt die Einzel-

- 1 .
deckoperationen, wobel (abgesechen von {—1-}) die-

jenigen, die sich auf das gleiche Symmetrieelement
beziehen, nebeneinanderstehen. Fiir jede Kristall-
symmetrieklasse (in SCHOENFLIESscher Symbolisie-
rung) sind die Faktoren angegeben, mit denen die in’
Betracht fallenden Glieder zu multiplizieren sind,
wobei sich kursive Zahlen auf ein und dasselbe Sym-
metrieelement beziehen, die anderen auf die Zahl
gleichwertiger Symmetrieelemente. Die Ordnungszahl
3 steht am Schluf} und ist gleich der Summe der Fak-
toren. Beim Ausschreiben von Symmetrieformeln
kann man naturgemifB die Stellungen der Symmetrie-
elemente beriicksichtigen und zum gleichen Sym-
metrieelement gehorige Glieder in geschweifte Klam-
mern zusammenfassen. So lautet beispielsweise die
Grundsymmetrieformel (ohne Divisor) flir 0, und
entsprechend der #blichen Darstellung

3] 23]+ [F) +s[=] olz] +o[=]

CEEIRD BB

Auch hier ist die Summe der Glieder gleich der
Ordnungszahl 3, also gleich der Zahl gleichwertiger
Elemente in allgemeiner Lage, z.B.

3.243-24+34+3+6+6+4.24+4-2+14+1=48.



340

Paur Nicorl: Neuformulierung der Kristallographie

[ExperIENTIA VoL.11/9]

Orthorhombische, monokline, trikline Kristallklassen

Tabelle 1a
Die 3?2 Kristallklassen (kubisch und wirtelig)
sechs- bzw, dreizihlige Achse vierziihlige Achse Einzelelemente
. 3
B R R EE R s
6 —6 ] 3 2 4 4 2 2 | sich| | —2 7 1
O, — — 4.2 4.2 e 3.2 3.2 3 6 3+6 1 1 48
o - — — 4.2 — 3.2 - 3 6 — e 1 24
T, —_ = 4.2 4.2 —_— - — — 3 3 1 1 24
T, — — — 4.2 e e 3.2 3 — 6 — 1 24
T S — 4.2 — — — — 3 — — | 1 12
D, 2 2 2 2 1 — — —_ 343 | 34341 1 1 24
D, 2 — — 2 1 e — — 343 — e 1 12
Ca 2 2 2 2 1 — — — - 1 1 1 12
Cov 2 — 2 1 — e — — 343 e 1 12
D, —_— | = 2 — — — — 3 3 1 1 12
Dy, 2 2 | — - — — 3 341 — 1 12
Can —_ 2 — 2 — — — —_ — 1 - 1 6
Cy —_ | — 2 2 — — — - — — 1 1 6
Cso — | — —_ 2 — — —_ — — 3 — 1 6
D, — — — 2 — e — —— 3 e e 1 6
Ce 2 — — 2 1 e - — - — — 1 6
C, — — — 2 — e — — e — e 1 3
D,, — | = — — — 2 2 1 242 {24241 1 1 16
D, —_ - —_ — — 2 — 1 242 — — 1 8
Cy — — — — — 2 2 1 — 1 1 1 8
Cyo — | — — — — 2 — 1 — 242 e 1 8
D,, — — — —_ — e 2 1 2 2 — 1 8
S, — | — — D - 2 1 - — — 1 4
C, — — — — . 2 e 1 e — . 1 4
Tabelle 1b 1 4712 4712 2724 —2 124
75{3{2{7]4 +2.T] +1[w}2}+3{~_z}2
8

X1 2 =2 2 L]l ora
wo | 2] | E ] 2] ] [2] [ orteums
Dy, 14141 | 14141 1 1 8
D, 1+1+1 — — 1 4
Cas 1 141 — 1 4
Ca 1 1 1 1 4
C, 1 — — 1 2
C, — 1 — 1 2
C; — — 1 1 2
C, — — — 1 1

Die Zyklenaufteilung bei allgemeiner Lage des Ele-
ments ist sofort aufzuschreiben, die Kennziffer m
entspricht der Ordnungszahl der Einzeldeckopera-
tionen und der Exponent n ergibt sich aus #-m=3.

Die Gesamtsymmetrieformel eines Hexakisokta-
eders bzw. eines Punktes allgemeiner Lage in 0, ist
daher gegeben durch:

otz el
R HISE NS

Fiir die Punktlage der Wertigkeit w=48, also fiir
den Symmetriepunkt 0, selbst, werden, wie bereits
oben erwihnt, m und » durchwegs=1, die Zahligkeit

—3;- somit =1. Fiir irgendeine andere einfache Form

in 0, ist die Symmetrieformel leicht wie folgt abzu-
leiten. Fiir Flichenlagen kommen bekanntlich nur
Symmetriebedingungen C,, Cy, C3, C,, Cq, Copr Cyyy Cy
Csp C, in Frage und in 0, wegen des Vorhandenseins
der Spiegelebenen nur:

C, Wertigkeit=1, —f—; =48, der soeben genannte Acht-
undvierzigflichner.
C, Wertigkeit = 2, {’)— =24, Vierundzwanzigflichner

als Tetrakishexaeder, Triakisoktaeder, Delto-
idikositetraeder.
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C,, Wertigkeit =4, —2’,—- =12, Rhombendodekaeder.
C,, Wertigkeit =6, —3)- =8, Oktaeder.

Cy, Wertigkeit = 8, & =6, Wirfel.

Die Symmetriebedingungen sind:

fiir Vierundzwanzigflichner 1[ ]+ 1{ }

fir Rhombendodekaeder 1|5 + 1{{7} +1[=%]
+1 [i]

fiir Oktaeder 2[ ] +3|=% ] + 1[ ]

fiir Hexaeder Z[T]+1[2] (2+2)[ ]+1[ ]

Glieder der Symmetrieformel fiir den 48flichner,
welche durch die Symmetriebedingung der Spezial-
form nicht tangiert werden, behalten in der Symme-
trieformel der Spezialform die Kennziffern m, sie er-

halten jedoch als Exponenten die Wert
gleiches gilt fiir das Glied {1—] Glieder mit 0pera-

tionen, die Flichen in sich selbst iiberfithren, werden
{siehe bereits Seite 337) vom allgemeinen Charakter

11 f", wobel 1.0+ mn' = -3—)— Man kann #' und n”

leicht algebraisch bestimmen, z.B. folgendermaBen:

Tetrakishexaeder, mit Symmetriebedingung C, der
Hauptsymmetrieebenen. Fiir die 24 Flichen stehen
nur 3 Spiegelebenen zur Verfiigung, daher
3n'=24; da andererseits 1#' 4 2n'' =24, wird n' =8,

—218 [ —-218
n'' =8, somit das Glied zu f,8f 8= [-—__—2—]1 [—_—7]2

Triakisoktaeder und Deltoidikositetraeder mit C, der
Nebensymmetrieebenen. Fir die 24 Flichen stehen
6 SE zur Verfiigung. 6#'=24, n'=4, n''=10. Somit
wird statt 6,24 resultieren 6f,4f,20=6 [—:—2—]: [-:—;];0

Fiir das Rhombendodekaeder gelten einerseits 3" =12
und {Nebensymmetrieebenen) 6#' =12, so daB Glie-

=l ELs ==L

o qs 2121278
ferner fir die Nebenachsen 6{——2-] [-;] .
112]z

der auftreten wie 3[

Fiir die Symmetriebedingung der Oktaederfliche C,,
(SE = Nebensymmetrieebenen) leitet man fiir diese
Nebensymmetrieebenen in der Symmetrieformel ab:
61 =3.8=24, n' =4, n'' =2 usw. Beachtet man noch,

daB, wenn auf einer Fliche [m] senkrecht steht, ein

I, mit2-14+#'m= % resultiert, so lassen sich fiir

Pavr Nigert: Neuformulierung der Kristallographie

341

jede Punktsymmetriegruppe die Symmetrieformeln
der Spezialformen leicht errechnen. Man erhilt bei-
spielsweise in 0,:

Wiirfel: 1/48 {3{2[{—f 13, + 2{%]: [ﬂi* E‘ﬁ
B NS e
+4{2[3] +2

Oktaeder: 1/48 {3{2 E r { '
274 -2
+6[7]2+6[j =2
ST+ 2]+ [T
[+ 15+ 51}
Aber auch die Symmetrieformel irgendeiner Kom-
bination von einfachen Punkinern oder Fldchenformen
in irgendeiner Punktsymmetriegruppe ist sofort ab-
leitbar. Es miissen nur (bei unverindert bleibenden
Zahlenkoeffizienten) die entsprechenden f-Glieder mit-
cinander multipliziert werden, wobei bei gleichem

eine Addition der Exponenten statthat. So ergibt die
Kombination Wirfel+ Oktaeder (z.B. das Kubo-

oktaeder):
s {323 [+ 2[5, [+ [ 50D
=2 1=,

P
+3[ =] [Zh ol
31273174 611 [6 217 1714
4 {2[—3—}1 [_5_}3 + 2['5]2 [3"]6} + [7]2 + [T]x }
Dabei ist jetzt sinngemiB jedes Produkt f,,."f, *"
(bzw. bei Einzelgliedern f,) so beschaffen, dab
m -n' +m’ ' =m-n=6+8=14 ist. Man kommt aus
der Anschauung heraus zur gleichen Formel, wenn die
14 Flichen, ohne Riicksicht auf ihre Gleichwertigkeit,
den einzelnen Symmetricoperationen unterworfen
werden, die Drehung um 90° fihrt z. B. 2 Flichen
in sich selbst und 12 Flichen in 3 Viererzyklen in sich
iiber. Indem man an Stelle der | ]-Zyklen wieder kurz-
weg f schreibt und ohne Riicksicht auf Gleichwertig-
keit f-Glieder mit gleichem Kennziffern- und Ex-
ponentenaufbau addiert, vereinfacht sich die Sym-
metrieformel des Kubooktaeders zu

1/48 {672 £;3+6£:1 1,2+ 312 5+ 3/ 1.3+ 6% fF
+ 812 14+ 8L 2+ T+ 1414

Das Wesentliche ist, daB, wie im zweiten Teil ge-
zeigt wird, mit diesen Symmetrieformeln gerechnet
werden kann, so daB sich mathematisch alle Auf-
gaben der Formenvieldeutigkeiten, der Formenédnde-
rung bei Abbau der Symmetrieelemente und der
Isomerie spielend losen lassen. An sich scheinen die
Symmetrieformeln zunichst etwas unhandlich zu sein,
aber sie stellen die einzig konsequente Formulierung
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der Deckoperationen dar und sind fiir irgendeine
Punktsymmetriegruppe oder irgendeine zu einer
solchen gehdrigen Punkt-, Geraden- oder Fliachen-
verteilung sofort aufstellbarl.

2. Das Rechnen mit den Symmetrieformeln

Ist ein Polyeder mit einer bestimmten Flachenzahl
oder eine endliche Punktkonfiguration gegeben, so
14Bt sich zunichst die Symmetrie der Punktgruppe be-
stimmen, die bei prinzipiell gleichbleibender Konstel-
lation der geometrischen Elemente (Flichen oder
Punkte) die maximal mdégliche, rdumlich geometrisch
deutbare Symmetrie aufweist? Hiebei kénnen die geo-
metrischen Elemente alle gleichwertig sein (dann ge-
horen sie einer einzigen einfachen Form an), oder sie
knnen eine Kombination verschiedener einfacher
Formen bilden. Die Symmetrieformel fiir diese
Maximalsymmetrie ist nach den Erdrterungen im
ersten Abschnitt sofort aufstellbar, Unabhingig von
der symmetriegemiBen Gleichwertigkeit, kénnen wir
jedoch einzelne der geometrischen FElemente als

1 Wir wiirden nach den erliuterten Grundsitzen

INHEE A NE N

das Grundskelett der Symunetrieformel der Punktsymmetriegruppe
D,,; nennen. Wir konnen jedoch weitergehen und eine Symmetrie-
Jormel aufstellen, die alle denkbaren Kombinationen von Flichen-
jormen der Kristallklasse Dy enthalf, Es seien:

5 = Anzahl der Pinakoide; # kann nur 0 oder 1 sein.

1" = Anzahl der Rhomboeder oder als Grenzform des Prismas
{IGfO}. #n’ = 0 oder irgendeine ganze positive Zahl.

1’ = Anzahl der Prismen {1150} mit #” = 0 oder 1.

2’’’ == Anzahl der Skalenoeder und der dazugehdrigen Grenzformen:
dihexagonale Prismen und hexagonale Dipyramiden.
n’’* = 0 oder irgendeine ganze positive Zahl.
Dann enthilt nachstehende Formel alle méglichen Kombinationen
in der Kristallklasse Dy,.

5[ g} +n+2n") 3720 [ 3} (2n =20 - 4n’"")
112 {2[2—] [i}( +g[_] [__] .
6i2186]js 3j1 L33

Tt T (2
3[ 2}(n+n>[ 2](n+3n "y,

—2 11 —2 2
2728 [ 2 1(n+2n"'+3n"+6n"")
i?} 1 [?]2 v
[ 3 ](n+3”'+3ﬂ"+6”"’) , [‘1_ {2n+8n"+ 68"+ l?n‘“)‘
2 12 1 ] 1 J

Die Kombination eines Rhomboeders mit einem Skalenoeder
swgibt =0, " =1, n’' =0, n"" =1, also:

we (s3] 2[5+ o[ ZL [ SN [2]
«[3L 51

2 Dieaus 1/3 (2f,2+/,%) 1/3 (2/31+/,®) hervorgehende Symmetrie-
formel 1/9 (4f32+4f42f%+/,% (Symmetrieformel also neunter
Ordnung) ist z. B. als etnfache Punktsymmetriegruppe nicht deutbar,
sondern nur als Kombination zweier Punktsymmetriegruppen C,.

Obschon formal auch fiir derartige Formeln die nachfclgenden Be-
rechnungen Giiltigkeit haben, fallen sie zunichst auBer Betracht.
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«gleichartigy bezeichnen, sie z. B. bei Punktkonfigura-
tionen einer chemisch gleichbenannten Elementart zu-
ordnen. Es sind dann drei Fille unterscheidbar:

1. Die gleichartigen Elemente sind zugleich auch
symmetriegemiB gleichwertig, die Elementenvertei-
lung liefert eine symmetriegerechte Struktur.

2. Die gleichartigen Elemente enthalten symmetrie-
gemidB ungleichwertige, die Verteilung gleichartiger
Elemente entspricht einer Uberstrukiur.

3. SymmetriegemiB gleichwertige Elemente zer-
fallen in ungleichartige, es bildet sich eine Unter-
strukturt.

Dadurch wird das Problem der Vieldeutigkeit in
seiner ganzen Breite umfafit. Wir kénnen zunichst
fiir eine gegebene Konfiguration, ausgehend von der
Maximalsymmetrie, durch Abbau der Symmetrie-
elemente die Bauschalformeln aller symmetriegerechien
Strukturen ableiten und untersuchen, ob durch den
Abbau neue Freiheitsgrade der Lage der geometrischen
Elemente entstehen. Ist z.B. ein oktaedrisches Ko-
ordinationsschema (Wiirfel als Koordinationspoly-
eder) gegeben, so ist die Maximalsymmetrie 0,, die
zugehorige Symmetrieformel ist bereits in I abgeleitet
worden. Alle 8 Punkte sind einander gleichwertig.
Frage: In welchen Punktsymmetriegruppen (bzw.
Kristallklassen) bleiben bei prinzipiell gleicher Lage
die 8 Punkte gleichwertig und was fiir Deformations-
méglichkeiten kommen in den einzelnen Symmetrie-
gruppen neu hinzu? Die Antwort lautet: Als dies-
beziigliche Punktsymmetriegruppen kommen nur die-
jenigen Untergruppen der Maximalsymmetriegruppe
in Betracht, deren Ordnung 8 oder ein Vielfaches von
8 ist. Im ersteren Falle handelt es sich um Punkte
allgemeinster Lage (C,) mit drei Freiheitsgraden, im
zweiten Falle um Punkte mit besonderer Symmetrie-
bedingung, die auch den Freiheitsgrad bestimmt. Das
ergibt fiir den oktaedrischen Achtpunktner sofort
folgende Moglichkeiten (Bezeichnungen siehe NIGGLI,
Lehrbuch der Mineralogie und Kristallchemie 1.
3. Auflage, 1940):

Symmetriegruppe
0, O T, Du D,
Symmetriebedingung
Cyy C3 C C, C ¢ G C,

Cé?t D‘.’.d(N) D2IL(H)

Die Symrmnetrieformeln sind direkt aufstellbar.

Wie kann sich nun durch Abbau der Symmetrie-
elemente von 0, (selbstindige Untergruppenbildung)
die Symmetrie weiterhin verdndern, jedoch derart,
daB nicht mehr alle 8 Punkte einander gleichwertig

1 Man erkennt, daB es sich um hiufige Probleme der Kristall-
chemie handelt: Teilchen des gleichen Elementensymbols sind
gleichwertig oder ungleichwertig, es kdnnen sich aber auch fiir viele
Probleme ungleiche Elemente {z.B. in Mischkristallen} gleichwertig
verhalten.
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bleiben ? Da die Maximalsymmetrie keine Operationen
enthilt, die 7 oder 5 gleichwertige Punkte schafft, 8
auch nicht in6+1+41 oder 343+20der4+3+1...
aufzuspalten vermag und da keine Digyren durch die
Punkte selbst gehen, die Symmetrieebenen aber keine
oder 4 Punkte ineinander Giberfihren, kommen als Auf-
teilungen der acht Elemente des Oktaeder-Pseudo-
oktaeders in gleichwertige Elemente nur folgende
Gruppierungen in Frage:
6+2, 4+4, 44+2+2, 343+1+1, 2424242,
24241414141, 141414141 4+14141.
Wiederum lassen sich fiir die einzelnen Fille die sym-
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metriegerechten Symmetrieformeln und zugeordneten
Punktsymmetriegruppen finden. Tabelle 2 enthilt das
leicht ableitbare Resultat. Sie enthilt die 33 méglichen
verschiedenen Symmetrieformeln eines oktaedrischen
bzw. pseudooktaedrischen Korpers®; gerade das, was
der Kristallograph braucht, wenn er einen derartigen
Kérper zu diagnostizieren hat, wobei die Bezichungen
zu den Winkelgréflen und Winkelzusammengehorig-
keiten leicht ableitbar sind. Es sind dies aber auch
die 33 Msdglichkeiten der Symmetrie eines Koordina-

1 Giehe dariiber P.Niceri, Isomerien und Substitutionen,
I. Molekulare Konfigurationen. Helv. chim acta 29 (1946) 991-1022.

Tabelle 2
Vieldeutigheit einer oktaedrischen Figur (bzw. der 8 Punkte eines Koordinationswiirfels)
—21lirarz|rent
S— sl Dol 1 AW NEA M) ST 214
aus # Punkten | der s-Punktner 44|14 PR —2jg L2 2|l —274)1372{7e 72l 2]2lL 218
[:?]1 [_3—]'; [—é—]e

0, 8 6 6 6 3 3 6 6 8 8 1| 1
(8] 8 3 6 — 3 — 6 e 8 — — 1
T, 8 3 — | — 3 3 — | - 8 8 1] 1
D, 8 2 2 2 1+2 1+2 2 2 — 1 1
D, 8 1 z — 1+2 — 2| — — | — - 1
Can 8 1 2 2 1 1 _] - — — 1 1
D,y(N) 8 1 — 2 1 2 2 — — I R 1
D,,(H) 8 1 — b — ittt — ) — = | = 111
Ty 4+4 6,6 — 6 3 —— — 6 8 | — | — 1
T 4+4 3,3 — | = 3 — U 8 | — | — | 1
Dy, (H) 4+4 2,2 — 2 ] 142 — — 2 — | — =11
S, 4+4 1,1 — 2 1 — e b e o — = 1
D,(H) 444 1,1 — | — ] 14141 — —_— - — | — | = 1
Dy(N) 4+4 1,1 — | — 1 — 141 — | — | — | — | 1
Civ 4+ 4 2,2 2 — 1 2 e 2 —_ ] — | = 1
C, 4+4 1,1 2 —_ 1 U | — —_ | = = 1
Dy (N) 4+4 2,2 — | - 1 1 2 2 | - | — 1)1
Cy(H) 4+4 1,1 — | - 1 1+1 | — ] — | — | — 1
Cp(M) 4+242 1,2,2 S 1 1 — =1 =1—-11
Con(N) 4+2+2 1,2,2 — - — — 1 1 — | = 1

Dy, 6+2 2,6 — | = — — 3 3 2 2 1
Cy; 6+2 1,3 — | = — — —_ - 2 2 1
D, 6+2 1,3 — =] = — 3] — z | — =11
Cs, 3434141 2,2,6,6 — — — — — 3 2 — —

Cy 3434141 1,1,3,3 — _ —_— — — J— 2 — — 1
Conl(N) 2424242 2,2,2,2 — | — 1 — — 11 = = =1
Cy(H) 2+2+42+2 1,1,1,1 —_— —_ 1 — - — —_ — ) — 1
Co(N) 2+2+2+2 1,1,1,1 —_ | — — — 1] — —_ = = 1
CH) 2424242 1,1,1,1 — | — — 1 —_ = = =11
C; 2424242 1,1,1,1 — — — — —_— —_ — 1 1
Co(N) 22114141 11,2272 - | — — — — 1 | — | —|—11
G TR R Ly | — | — — — _— | — =
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tionswiirfels (bzw. Pseudowiirfels) in der Stereochemie,
die man zu kennen hat, will man die Zahl der Isomeren
bei Substitutionen feststellen.

Bezeichnen wir mit X? ¢ gleichwertige Punkte des
Symbols X, mit Y? g gleichwertige Punkte des Sym-
bols Y, usw. (p>g>...), so sind die symmetrie-
gerechten Aufteilungen des oktaedrischen Achtpunkt-
ners durch die Formeln:

X8 X6Y2 X4Y4 X4V272 X3Y3ZU, X2Y27Z2U¢%
X2Y2ZUVW, XYZUVWLK

gegeben und nach Tabelle 2 auf die einzelnen Punkt-

symmetriegruppen verteilbar.

In gleicher Weise, jedoch mit kleinen Buchstaben,
konnen wir Gruppierungen gleichartiger Elemente be-
zeichnen, wobei jetzt, weil keine Riicksicht auf sym-
metriegerecht genommen wird, alle Aufteilungen der
Zahl 8 in Einzelsummanden in Frage kommen, jedoch
da definitionsgema8 » immer das Element in gréfter
Anzahl sein soll, y das in zweitgroBter Zahl usw., nur
22 Fille unterschieden werden, ndmlich: x8, x7z, x8vy2
x8yz, x5y3, x8y2z, xSyau, xtyt, xtydz, xty22?, xtyiau,
xtyzuv, x3y322, x3ydam, x3y22%u, x3y2zu, x3yzuvw,
x2y222y2 x2y22240, x2y2zuvw, x%yauvwh, xyzuvwhk.
In C, ist nur xyzuvwhk symmetriegerecht und alle an-
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Wenn wir nun sagen, wir wollen die entsprechenden
Isomerenzahlen einer Grundsymmetriegruppe der
Ordnung 3 ableiten, so ist dies gleichbedeutend mit
der TFeststellung: Isomere, die sich durch Deck-
operationen der Grundsymmetriegruppe ineinander
iiberfilhren lassen, werden nicht mehr voneinander
unterschieden, sie sind isomergleich. Man erwartet
daher vorerst, daB sich die Isomerenzahl gegeniiber
den fiirasymmetrisches Verhalten berechneten-Werten

auf —%:t reduziert. Das gilt auch tatsichlich, wenn

an sich alle # Elemente verschieden sind, so daB sich
fiir den genannten Achtpunktner xyzuvwhk sofort
Tabelle 4 berechnen 1aBt.

Sind nun aber unter den # Elementen p gleich-
artige, so konnen alle oder einzelne davon so. zuein-
ander stehen, daf sie durch die Symmetrie der Grund-
symmetriegruppe oder durch einzelne ihrer Symmetrie-
elemente in sich selbst iibergefithrt werden, also wirk-
lich gleichwertig sind. Die Zahl dieser Konstellationen
darf natiirlich nicht durch 3 dividiert werden, da die
Deckoperationen der Gesamtsymmetrie oder einzelner
Symmetrieelemente derselben nicht verschiedene Fille

. Tabelle 4
deren 21 Fille stellen Uberstrukturen dar. . .
oL . . . Isomerenzahlen ¢ fiir xyzuvwhk («oktaedrisch»)
Ist wie in C, jedes von den 8 Elementen grundsitz-
lich von jedem anderen verschieden, so sind in bezug . 3 dieser ¢, Isomerenzahl fiir
: : P Symmetrien Symmetrien xyzuvwhk
auf die Aufeinanderfolge und gegenseitige Stellung t4 4
8!=40320 Moglichkeiten (Isomere) vorhanden; all- 40320
gemein bei # Elementen #! Sind unter den # Elementen Op vvvvvninn e 48 g = 0
P gleichartig und ¢ gleichartig, so verringert sich die 40320
. n! . [ Ay 24 T~ 1680
Isomerenzahl und wird zu FigT Somit erhilt man fiir 24
Iq! 40320
. . 118 —_—
C;, d.h. die Symmetrieformel [—1—] = f,% folgende T, Dy vvvvviinnes 12 12 3360
1
Tabelle 3. Dy coveeenanannns 16 40320 _ 5520
Tabelle 3 16
Isomevenzahlen t bei symmetriegevechter Struktur und bei 40320
Uberstrukturen fity das Pseudooktaeder in C, Do Doy Cavs Canr Do 8 g~ 00
| Ay | sy | yr | R | Sy | sy | iyt Dy, Cap Cog wevnrnn 6 40320 _ 6720
6
8! 8! 8! 8! 8! 81 8! 8! 40320
ST | 70 |e2r| e |s1ar|Stzr | BT | #i4] Co S Dy Coms G- # 7~ 10080
1 8 28 56 56 | 168 | 336 | 70 Covienenieaann 3 40:20 = 13440
Aydn | AyB? | af? | adyz | a¥h | 2% gdyt CoCpy Cy e e 2 40320 _ 20160
zu uy 2 z%u
81 8! 8! 8! 8! 8! 8! L L L )
2131 | F12121 | 112 2T | 313121 3131 | 31213 ineinander iiberfithren. Somit wird fiir bestimmte
. . T .
280 420 840 1680 560 1120 | 1680 Symmetrien und Gruppierungen ¢ > 5 oder mit an-
deren Worten ; fiir eine bestimmte Symmetrieoperation
23y? | x3ys | xByR 2%y | 2%y | afyu | xyaw . . T+d . .
:u}; wvwe 22u? 2ty | v vieh vawhk und Gruppierung wird ¢ = , und es bleibt die
| 1 o1 ol B! 81 Aufgabe, fiir bestimmte Deckoperationen und Grup-
‘3%27 37 |Z1Z12131| 312131 | 212 a7 8! pierungen die d-Werte zu bestimmen. Liefert eine der
o B R I ' Symmetrieoperationen der Grundsymmetriegruppe
3360 | 6720 | 2520 | 5040 | 10080 | 20160 | 40320 das Glied f,* " als Beitrag zur Symmetrieformel,
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wobei m'n’ +m'' n"” gleich der Zahl der Punkte ist, so
gliedert sich fiir diese Deckoperation die Gesamtpunkt-
zahl in »' Gruppen von m' gleichwertigen und in »"”
Gruppen von '’ gleichwertigen. Es entspricht z.B.
fs2f,* beim oktaedrischen Achtpunktner der Gliederung
X2Y2ZUVW. Die Ordnungszahl dieser Operation ist

. . L [—272 -2+ . .
2, sie entspricht ja [~—~—]2 [j]1 . Wiirde man jetzt die

-2
7-Zahl fiir x?x2zuvw einfach durch 2 dividieren, um
die Isomerenzahlen £ bei der Symmetrie C,(N) zu er-
halten, so wiirden auch die Anzahlen derjenigen Iso-
meren, die durch die Spiegelung in sich selbst iiber-
gefithrt werden, zu Zweiergruppen zusammengefaft.
Das ist jedoch unzuldssig. Diese Anzahl ist fiir f,2f,* =
2141, allgemein fiir die Deckoperationen f,,* f,.*" =
n'in'l,

Um die als verschieden bezeichneten Isomere
x2y?zuvw fur C{N) des Pseudooktaeders zu erhalten,

1
ist daher zu -2—%—' wieder 214! zu addieren und erst die
Gesamtsumme durch z=2 zu dividieren. Man erhilt

22141 :

somit fiir C,(N) und x2y2zuvw t= 212! j : = t;d
=50064. d der obigen Formel ist bei Vorhandensein eines
Gliedes /[, 2f, %= 214!, allgemein bei Vorhandensein
eines Gliedes /,,* /.. in der Grundsymmetrieformel =
»n't-n’'1, Korrektionsglieder d kommen fiir C {N)mit der
Symmetrieformel /,2/,4+f,® nur dann nicht in Frage,
wenn lediglich Unterstrukturen auftreten, d.h. sofern in
der Bauschalformel gleichartiger Elemente nicht min-
destens x und y zweifach auftreten. Also ist fiir

xyzuwvwhk, x*yzuvwh und x%yzuvw ¢ kurzweg gegeben

durch -g- , weil d =0 ist. Sind Uberstrukturen vorhanden,

d.h. treten in gegebenen Fillen x oder y oder beide
in hoherer Potenz als x? und y? auf, so liefert die
Operation f,2f,* in jedem Einzelfall besonders zu be-
rechnende d-Werte. Ist z.B. x%y?2% u gegeben, wih-
rend f,2/;* nur X2 Y2ZUVW verlangt, so mulB man
iiberlegen, wie sich ein x3y%22y auf ein X2 Y2ZUVW
bzw. f,2f,* verteilen 148t. Man erhiilt:

no|on
141
x2y? | x22u=—2—2‘—=4!—*-24
2 “; | I verschiedene
Prye l FYPep = = 4] = 24 symmetrische
2! .
Glieder
. 2 3., _ 2141 _
yez t XU = *“-3'— =

wobei innerhalb f,%, ebenso innerhalb ;% die Reihen-
folge beliebig ist. Das Resultat ist im Ubrigen wie folgt
verstindlich: Da x2y%|x 22u gegeniiber x2y2zuvw
als Uberstruktur in /f,* zwei gleiche Glieder hat,
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gibt dies nicht mehr 2!4! verschiedene symme-
: : 214!
trische Glieder, sondern nur moch ——, ebenso

214! . .
y222}x3%% nur noch =37 Glieder. Im ganzen sind

somit 56 d-Glieder hinzuzufiigen, so dafBl fur C,(N)

mit der Symmetrie [8+/2f,* die Isomerenzahl
31
. Srerzr T30 1680+ 56
fiir #3y%2%u wirdzut= ’“212!2 = 2+ = 808,

In analoger Weise wiirden fiir f,2f,* die d-Werte

ERE
bei x3y2zuy
entsprechend x2y? ‘ #zuv unverdandert
2! 4!1=48, da beide
Gruppen in sich
normalen Bau
haben.
, 214!
x’gﬂ , xyzt= ST = 24
bei x2y3z2 2.2 ’ R 2141
= e = = 40
entsprechend i yE 31 8 4
214!
2,2 3y, — AT
yiz l 132 = 3] 8
214!
242 3 — i =
bei #%y3 o I O TF T 12
entsprechend 203 | ., 2140 h
xcy X y = ‘—BT— =
bei x7y _— s, 2141
entsprechend v Y =gmar= ¢t
bei x* - R 2141
=l 1
entsprechend sl # 2141

Das allgemeine Gesetz ist leicht erkennbar und in
jedem Fall ohne weiteres anwendbar. In leicht ver-
dnderter Form, ohne Symmetriebetrachtungen, haben
iibrigens bereits Luny und SENIOR eine (im vorher-
gehenden Schema gewissermaBen vereinfachte) Sub-
traktionsregel angegeben. Es ist bemerkenswert, daB
die so erhaltenen d4-Werte gleich groB sind wie die
Koeffizienten eines charakteristischen Polynoms. So
ist bei der Symmetrie £,2/,* der d-Wert fiir x3y322 gleich
der Zahl der Glieder x3y®z2, die beim Ausrechnen von
(#24 y2 422442+ -.)2 (¥+y+2z---)* resultieren. Fiir
1,8 folgt dies direkt aus dem polynomischen Lehrsatz,

8!
332t
und auch fiir Produkte von Summenpotenzen ist das
vorgezeigte Verfahren demjenigen analog, das man bei
dessen Ausrechnung einschlagen kanm.

wonach der Koeffizient fiir ein Glied x3y322=

Ist z. B. entsprechend f,2f,* gegeben (x44 y2422...)2
(#+ ¥+ z+u-+v...}4 so kann an ein Produkt #2y%* das
erste Glied nur liefern: x?y2, x222, y2%:% so daB fiir das
zweite Glied bleiben xyz%, xy3?, x%y. Die drei Fille des
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Tabelle 5
d-Werte fiir verschiedene Einzelsymmetricoperationen des oklaedevihnlichen Achipunkiners

‘ | 2| 2| a? x2 x? zy
R EEIBHEEI EE E EI EA E EA EA RA ER
v |y*|lye|y vt a 2 A wm | wy | 3? z2 s uy vee
z k413 z F1 U uv z 2u 2% v » ? wv v wh bk
1 1] 8]28{56|561168]336] 70]2801420|840)1680] 560}1120)16803360|6720{2520{5040[10080 {20160 {40320
f2 e o] e ] 2 ] e} ] — ) — =] ] =] —| — —] —| —
ffat |1 |—| tl——| —| —} —] — —] —| —| —| —] — ~| =] —| —| ~| —| —
ff 1] 2l 12 2] —| —| 4| 4} —| —| —| 2| 4
it 1| 4 —|—] —| —] 6] —] 12| —] —| — —] —| —] —} 24| —} —| —| —
f2h4 1] 4] 8i12]12) 20| 24| 14| 28] 32| 36] 24| 40| 48, 56| 48f —| 72| 72| 48 —_ .
Tabelle 6
Symmetrieformeln und Koeffiztenten dev Einzelglieder fiir den okiaederdhnlichen Achipunkiner
f® AP LAY | BB E ] 2t | £®h? | Ordnung
On ! 12 8 8 1 6 48 Achtpunktner ohne Freiheitsgrad
9 I 6 8 2 24 oktaedrisches Schema
T, 1 8 8 7 24
?I 1 6 i g‘ 6 f; } Zwei Vierpunktner als Tetraeder
Dy, 1 4 9 2 16 Achtpunktner, tetrag. Dipyramide
g;( N) } i ; 2 : } Achtpunktner, tetr. Dipyramide
Dyy(H) | 1 2 3 2 8 Zwei Vierpunktner, tetr. Disphenoide
Cav ] 1 2 3 2 8 Zwei Vierpunktner, tetr. Pyramiden
Cu 1 4 3 8 Achtpunktner, tetr. Dipyramide
C, 1 2 1 4 Zwei Vierpunktner, tetrag. Pyramiden
S, } 1 2 1 4 Zwei Vierpunktner, tetrag. Disphenocide
Dy (H) 1 7 4 Achtpunktner, rhomb. Dipyramide
Dy, (N) 1 5 2 8 Zwei Vierpunktner, thomb. Prismen
Ig“d 1 ; j ;' 3 1; } Sechs- und Zweipunktner
3¢ - Rhomboeder und Pinakoid
D, 1 2 3 6
Cs, 1 2 3 6 Zwei Drei- und zwei Einpunkiner, trig. Pyrami-
den und Pedien
D,{H) 1 3 4 }Zwei Vierpunktner als rhombische Disphenoide
D,(N) 1 3 4 oder Prismen
C,(H) 1 3 4 Zwei Vierpunktner als rhomb. Pyramiden
Con(H) 1 3 4 Zwei Vierpunktner als monokline Prismen
Cap( N} 1 1 2 4 Vier Zweipunktner als Domen
Co o M) 1 2 1 4 Ein Vierpunktner (Prisma) + zwei Zweipunktner
{Domen)
Ca (N} 1 2 1 4 Ein Vierpunktner (Prismaj + zwei Zweipunktner
{Domen])
Cy 1 2 3 Zwei Dreipunktner {Pyramiden) 4 zwei Ein-
punktner {Pedien}
C,{H) 1 1 2 Vier Zweipunktner (Sphenoide)
C,y(N) 1 1 2 Vier Zweipunktner (Sphenoide und Pinakoide)
C,(H) 1 1 2 Vier Zweipunktner (Domen)
o 1 1 2 Vier Zweipunktner (Pinakoide)
C,(N) 1 1 2 Zwei Zweipunktner (Domen) + vier Einpunktner
(Pedien)
C, 1 1 Acht Einpunktner (Pedien)
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ersten Gliedes treten mit den Koeffizienten 2! auf =

!

—ETTTET 2 57— dasich bereits die Grundglieder im Quadrat
(3)1(3): o
befinden, also nicht durch 2!2!, sondern (?)' (7)1 zu

dividieren ist. Die drei Fille des zweiten Gliedes ergeben
41 41 4! 4121 4121 4121
23T S 48 d=mgr 5 g

=40, Bei 5y liefert das erste Glied von (¥2+ y%+4 22...})*
(#+y+z+u+v..)*entweder ¥* mit dem Koeffizienten

2! =1 oder x%y? mit dem Koeffizienten ——-“*2—’——*
[ g

.4 . 4!
= 21, dazu entweder xy? mit — oder x¥y mit L— Somit

31 31
2141 214)
= 2137 T 73

respektive

d =12, usw.

Rein mathematisch und ohne die Anschauung zu
Hilfe zu nehmen, lassen sich somit bei Vorhandensein
irgendeiner Symmetrieoperation die d-Werte und da-
mit fiir ein gegebenes Schema bei gegebener Symme-
trie die Isomerenzahlen bestimmen. So enthilt
Tabelle 5 fiir die Einzeloperationen eines aus dem
Oktaeder ableitbaren Achtpunktners oder Achtflich-
ners die d-Glieder bei verschiedenen Gruppierungen
der 8 Elemente nach ihrer Gleichartigkeit. Da fiir die
Berechnungen nur die m- und #-Werte der Symmetrie-
glieder in Frage kommen, wird bei Auftreten ver-
schiedener Deckoperationen nicht mehr zwischen

2In [ —~20 2 1n . 4 1» 4 \n
[7];",[:—?]%[?},” oder zwischen [T]m und [TJM usw.
unterschieden, also z.B.

2 74 274 274 —2 14 —2 74
R R R A
—2 74 774
+1 [_:é_]z +1 [?]2
zu 7/, zusammengefalt, wie in den Seite 341 erwihn-
ten generalisierten Formeln.

Die Tabelle 6 enthilt die derart vereinfachten Sym-
metrieformeln fiir die méglichen Punktsymmetriep
des gleichen Falles eines Oktaeder-Pseudooktaeder-
schemas. Angegeben sind die Koeffizienten der Glieder
der verschiedenen Symmetrieformeln. Indem man bei
gegebener Symmetrie die Zahlen der Tabelle 5 mit
denen der entsprechenden Kolonnen der Tabelle 6
multipliziert und die erhaltenen Produkte addiert, er-
hilt man 4 und damit £, d.h. die Zahl der Isomeren, die
durch Deckoperationen der vorausstehenden Sym-
metriegruppe nicht ineinander iberfithrbar sind. Ein
Beispiel diene zur weitern Veranschaulichung und zur
Ableitung neuer Gesetze.

Die verallgemeinerte Symmetrieformel von 141+
+3+3 Punkten pseudooktaedrischer Anordnung in
Cy, lautet: 1/6 (f,8+2f2f,2+ 31,2 f,%). Fiir x*y* erhalt

B 2.443.14

aT4l 70450

man somit {= 3 = 3 =20, Zu-
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gleich bedeutet dies, daB in den 70 Isomeren des
Oktaeder-Pseudooktaederschemas vom Typus x4yt
Konfigurationen stecken, die durch Symmetrie-
operationen, wie sie bei dieser Anordnung C,, zu-
kommen, ineinander tbergefiihrt werden. Man kann
also 70 nicht einfach durch 3 von C,,=6 dividieren,
sondern muf} zuerst ein Korrektionsglied von d=30
hinzufiigen. Zu einer bestimmten Anzahl a in bezug
auf die Symmetrieoperationen von Cj,, nicht symme-
triegerecht gelegene Konfigurationen x*y* kommen
solche hinzu, die fofal oder partiell symmetriegerecht
sind (total sind sie, wenn ihnen die Gesamtsymmetrie
C,, zukommt, partiell, wenn sie nur nach einzelnen
Symmetrieelementen von C,, [z.B. einer Spiegel-
ebene] symmetriegerecht sind). Fiir Cy, kommen als
selbstindige Untergruppen in Frage:

Cav Cs Cl

Wertigkeit 6 2 1=, 0", 0"

. . 3 6 6 6 6
Zshligkeit 1 3 6=-—=—entsprechend — —; —.

w w w w w

Besitzt eine Konfiguration x4y* die Symmetrie Cy,,
so ist sie total symmetriegerecht, besitzt sie die Sym-
metrie C, (mit einer SE der Lage der SE in C,, der
Ausgangsgruppe), so ist sie partiell symmetriegerecht,
C, entspricht asymmetrischer Verteilung in bezug
auf die Symmetrieelemente C,,, ist also nicht sym-
metriegerecht.

Sindneben anicht symmetriegerechten b partiell sym-
metriegerechte und ¢ totalsymmetriegerechte Konfigu-
rationen vorhanden, so muf sich das Korrekturglied

3
~ )t (5= o) b=
weil Uberfithrungen erfolgen, die den Wertigkeiten
der total oder partiell symmetriegerechten Konfigura-
tionen entsprechen und die nicht zu verschiedenen Iso-
meren fithren. Das ergibt im gegebenen Fall

5¢+3b=50.
Andererseits gilt: a+b+c=20

d zusammensetzen aus (3

3ot 242 c=70=6a+30+1c.
Daraus berechnen sich g=6, b=10, c=4, was be-
deutet: in den 20 Isomeren x%y* der Pseudooktaeder-
konfiguration der Symmetrie Cj, sind 6 Isomere, die
keine der Symmetrieoperationen von Cj, aufweisen,
10, die nach einer Spiegelebene von C;, symmetrisch
gebaut sind, und 4, denen die Symmetrie Cj, selbst
zukommt. Wiirde die Konfiguration metrisch die kubi-
sche Symmetrie oder eine héhere Symmetrie als Cs,
beibehalten haben, so kdnnten unter den 20 Isomeren
(selbst unter den 6 nicht symmetriegerechten) noch
Konfigurationen enthalten sein, die an sich symme-
trisch gebaut erscheinen (z.B. nach einer Tetragyre).
Sie sind es jedoch in bezug auf Cj, nicht, da die be-
treffenden Deckoperationen in C,, selbst fehlen.
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Kennt man nun fir C;, die Zahl der Isomere und
ihre Verteilung auf verschiedene J-symmetriegerechte
Arten, so ist auch sofort die Isomerenzahl fur x%y*in
C, ableitbar. Es fallen in C, die Spiegelebenen als Sym-
metrieelemente und Deckoperationen weg. Die 4 ¢ er-
halten die Symmetrie C,, die 10 & die Symmetrie C,,
die 6 a behalten ihre Symmetrie Cy. Allein die 6 a sind
nun in enantiomorphen, nicht mehr als gleichwertig
zu bezeichnenden Varianten darstellbar, wihrend die
4 ¢ und 10 b, weil sie in sich spiegelbildlich sind, zu
keinen enantiomorphen Ausbildungen Veranlassung
geben. Daher ist ¢ fiir x*y*in C3=4+10+6+46=26,

TOL2 _26,3a+5c=70,a+c=26,

entsprechend f== 3

b=0.

Ein weiteres Beispiel zur Illustration: Gegeben ist bei
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gangssymmetrie O die Konfiguration z%y® Folgende
Deckoperationen kommen in Betracht: f,*+6f,2+
+ Siasflz + 9;2“

2121

Fiir #%y3 liefert nur f,2/,? einen Beitrag 4 von :-2—‘~

Fiir 8732/, somit d=8-.2=16.

8]
518! +16

24

56416

24 =3

Zahl der Isomeren =

Als Untersymmetrien von O fiir #%y?® kommen, da 8
oder 6 gleichartige Elemente fehlen, hochstens in Be-
tracht:

€, Wertigkeit =1, Z&hligkeit in O — =+ — 24 in Anzahl a;

1

Ei: 12 in Anzahlb;

C, Wertigkeit =2, Zihligkeitin0 = 3

24
Wertigkeit = 3, ZihligkeitinO = —-——=8 in Anzahl ¢c.
oktaedrischem Koordinationsschema und der Aus- C; Wertigkeit = 3, Zdhligkeit in 3 ! zanle
Tabelle 7
Isomevenzahlen der oktaedevihnlichen Achtpunkiney
(Hexaeder als Koordinationspolyeder, Oktaedernormalen als Koordinationsrichtungen)
R P R D B B B el I P T P P P x® xiy? | x3y? #Py* x? *yE
8y y2 vz 193 Iyl lyzul v 9P y%e®] an | v | 2? | zx | 2% | zuoe Y202 | g2y | ¥ vz e
yy v woweh hk
O, 111 3] 31 3] of 10 6] 101 167 22 38 17 30 42 761 140 68 114 216 420 840
0 111 3| 3| 3| 714 7 13 22| 35| 70| 24| 48| 70| 140| 280| 114} 210| 420| 840| 1680
T, 171 3y 3| 3| 7414 6| 13[ 21} 35 70 24 48 701 140] 280| 212 210 420 8401 1680
T, 1121 41 61 61121 201 9 20 27| 44 76 34 60 841 1521 280§ 126 228 432 8401 1680
T 1121 4] 6] 61 14] 28 10 26/ 38( 70| 140| 48| 96| 140| 280] 360] 216] 420| 840| 1680 3360
Dy 111 5{ 5] 513 24 10/ 21{ 37| 57| 108 40 761 112] 216} 420] 180 324 636] 1260 2520
D‘Dzd(N) 111 6| 71 7} 21] 42| 13] 35| 60]105] 210 701 140) 210} 420! 840} 330} 630] 1260 2520 5040
Dzd(H)Cw 112 7110[10] 26] 48] 15| 42| 65114 216 80| 152) 224) 432 840 342) 648} 1272) 2520 5040
Can 11| 5] 7} 7§ 21| 42| 12] 35 57105 210 701 140| 210§ 420| 840| 324| 630| 1260] 2520 5040
C454 121 81414 42 84| 20 70108210 420 140] 280| 420 8401 680} 6361 260| 2520} 5 040 {10080
Dy, 1]2]| 6] 8| 8] 19 34 12 31} 47} 79 146 57| 106 154| 292| 560 236| 438 852 1680 3360
Dy 1121 7110(10} 28] 56] 16} 48] 76|140| 280 941 188 280] 560{1120] 432} 840} 1680 3360| 6720
Cay 174 9/16(16] 38 68 20| 62 86|158] 292 114} 212) 308| 5841120} 456 876} 1704| 3360 6720
Cy; 112 6110110 28] 56 14 48 72140 280 041 188] 280} 5601120 424] 840] 1680] 33601 6720
C, 1]4110/20]120] 561112 26| 96140 |280] 560| 188 376 56011202240 8401680 3360) 672013440
Dy, (H) 1414 73 71 7121 42 14} 35 631105] 210 701 140 2101 420 840} 336] 630 1260} 2520 5040
DM(N) 1121 8|101101 26| 48| 16| 42| 68 |114| 216 801 152| 224| 432 840| 348] 648 1272] 2520| 5040
D,(H,N) l
C,,(H) 11211001414 421 84| 22| 70114 | 210} 420| 140} 280{ 420| 840|1 6801 648|1260| 2520 5 040 {10 080
Call) |
gz"g%) } 113111117117 47 90| 24] 771119(219] 426 150 292! 434 85211680 6601278 2532 504010 080
2k
Co (N} 114 112{20120] 52} 96 26| 84/124 [228] 432 160| 304| 448 8641680 67211296 2544 504010080
Co{H)
gzgg; 114 [16]28]28] 84{168] 38140216 [420| 840G{ 280| 560 840168033601 2722520 50401008020 160
8
¢
Cs(N) 1|6 |18(34(34| 94180 42(154/226|438| 852 300|{ 584 | 868 (1 704 |3 360 |1 296 |2 556 | 5 064 |10 080 }20 160
C, 118 128]56)56]168/336/ 7012804208401 680| 5601120 (1680 )3 360 |6 7202 520 |5 040 |10 080 |20 160 40 320
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Somit
244 +12b+8c=56
at+ b+ ¢=3
S
(24-—?-) ¢+ (24—%) 5=16, d.h. 16¢c+12b=16.

Daraus b=Null, ¢=1, a=2.

Von den drei Isomeren x%y® in O besitzt eines die
Symmetrie C;, zwei sind mit der Symmetrie C, in
Rechnung zu stellen. In O, hatte das erstere eine Sym-
metrie C;,, die zwei anderen besitzen Symmetrien C,,
deshalb hat Weglassen der Symmetrieebene die Zahl
nicht erhght,

Fiir #%y2z mit Ausgangssymmetrie O, liefern d-Bei-
trage (siehe Tabelle) nur f,2f,* mit 20 fiir 1/,2/,%. Somit

8!
Srer 7020 1684120
Isomerenzahl = e = e =

Als Einzelsymmetrien sind, da héchstens 5, 2, 1
gleichwertige Elemente auftreten konnen, von denen
keines auf einer Digyre liegt, nur Spiegelebene + Digyre
in Betracht zu ziehen. Somit (2= Anzahl asymmetri-
scher Konfigurationen, b= Anzahl Konfigurationen
mit Symmetrie C;:

6.

48a+24b=168
at+ b=6

24b =120
woraus folgt: a=1, b=>5. Somit sind in 0, 5 Konfigura-
tionen der Symmetrie C, (Nebensymmetrieebenen) und
eine Konfiguration der Symmetrie C, vorhanden,

Gehen wir zu O iiber, so fallen die Spiegelebenen weg,

das ergibt fiir die 5 Konfigurationen, die an sich Spiegel-
symmetrie besitzen, keine enantiomorphen -anders-
artigen, wahrend die Konfiguration C; zwei zueinander
enantiomorphe Isomere ergeben mufBl, Somit Isomeren-
zahl in O0=5+2.1=7, entsprechend Tabelle 7.

Auch hier sind die allgemeinen Gesetze der Ab-
leitungen leicht angebbar, doch werden bereits diese
Hinweise gezeigt haben, wie eine Neuformulierung
der Kristallographie zur wirklichen Gesamtschau fithrt.
Es enthilt jetzt z. B. die Tabelle 7 alle Isomere fiir ver-
schiedene Symmetrien des Oktaeder-Pseudocktaeder-
schemas und es ist nach den letzten Bemerkungen im
Einzelfall moglich, mathematisch abzuleiten, wie viele
der Isomere eine bestimmte Restsymmetrie der Aus-
gangssymmetrie besitzen, total- oder partiellsym-
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metriegerecht oder nicht symmetriegerecht sind. Auf-
gaben, die in der Kristallkunde und Stereochemie
haufig sind und von denen man meist geglaubt hat,
sie lassen sich nur unter Heranziehung der Anschau-
ung (bzw. durch Probieren und Konstruieren) lésen,
kénnen bei richtiger Charakterisierung der Symmetrie-
verhdltnisse zur Hauptsache auf algebraischem Wege
behandelt werden. Es hat dies mannigfache andere Kon-
sequenzen, auf die indessen in dieser grundsitzlichen
Erlduterung noch nicht eingegangen werden soll.

Summary

A consideration of symmetry in any object or process
entails essentially a correlation between parts of a unit
or between unit and unit. Enquiry must be made
as to what is geometrically distinguishable or indisting-
uishable and an attempt undertaken to discover the
pattern underlying apparent disorder.

Crystallography has been the science in which the
principles of symmetry have been most extensively
applied and received their fullest development. Natur-
ally enough, the system evolved for formulating the
symmetry inherent in crystals has been adapted to the
specific problems the crystallographer sets out to solve.

Such researches, however, go far beyond the bounds
of ordinary geometric crystallography and are, in
particular, an essential requisite for mastering the
problems of stereochemistry. It is, therefore, obviously
desirable to find a method of formulation which can
be applied to any or all the problems in which the
question of symmetry arises, such as the systematic
ambiguities or the possible deformations of objects or
processes endowed with symmetry. To this end the
Element of Symmetry, traditional starting point of
investigations into symmetry, must be replaced by the
covering operations as such.

Symmetry formula can be deduced, which beyond
merely describing the features involved, permit the
detailed numerical calculation of their development
and variation. In this respect they must prove of
value not only to the chemist in his investigation of
isomers etc., but can usefully be adopted also by the
crystallographer.

A short introduction into this new method of for-
mulation is given in the preceding pages.

Substances thioloprives
Par Z. M. Bacg, Liége!

I.
Introduction?

Depuis bientdt sept ans, nos collaborateurs, tout
spécialement le Professeur DESREUX, et nous-mémes,
étudions la pharmacodynamie des corps qui, par ré-
action chimique, bloquent de fagon réversible ou irré-
versible les fonctions thiols de la cystéine, du gluta-
thion et des protéines?. Ces toxiques sont des poisons

1 Laboratoire de Pathologie générale.
2 Z. M. Bacg, C. r. Soc. Biol. 139, 773 (1945).

cellulaires protoplasmiques généraux; ils se répartis-
sent en trois grands groupes:

19 Les oxydants:

2R-SH+ % 0%=R-S
| +H20 (I

-5
Si 'oxydation s’arréte au stade disulfure, comme
dans l'équation I, la fonction — SH peut étre régénérée
par réduction (cyanure, cystéine, etc.); elle peut aller



